
Ejercicios Teoría Cuántica de Campos. Capítulo 39

Autor del curso: Javier García

Problemas resueltos por: Roger Balsach

March 22, 2020

1 Calcular [Mµν,Mρσ]
Usando las definiciones

M0a = Ka, Mab = εabcJc (1)

queremos comprobar que los conmutadores[
Ka,Kb

]
= −εabcJc,

[
Ja, Jb

]
= εabcJc,

[
Ja,Kb

]
= εabcKc, (2)

son equivalentes al conmutador

[Mµν ,Mρσ] = gνρMµσ − gµρMνσ − gνσMµρ + gµσMνρ (3)

Vamos a empezar entonces comprobando el caso µ = ν, por una parte Mµµ = 0, por lo que el
conmutador (3) debería ser cero;

[Mµµ,Mρσ] =(((((
((((gµρMµσ − gµρMµσ −(((((

((((gµσMµρ + gµσMµρ = 0

Confirmando así el resultado. Debido a la propiedad de los conmutadores [A,B] = −[B,A], el caso ρ = σ

se cumple trivialmente.
Antes de continuar, notemos que, debido a la propiedad Mµν = −Mνµ, podemos suponer que µ < ν

y ρ < σ. Además, debido a la propiedad [A,B] = −[B,A] podemos suponer que µ ≤ ρ. Vamos ahora a
comprobar el caso µ = ρ = 0, ν = a y σ = b, con a, b > 0. Por un lado, usando las ecuaciones (1) y (2)[

M0a,M0b] =
[
Ka,Kb

]
= −εabcJc

Mientras por el otro lado, usando (1) y (3)[
M0a,M0b] =��ga0M0b − g00Mab − gab���M00 +��g

0bMa0 = −Mab = −εabcJc

En concordancia con lo que queríamos ver; en el caso µ = 0, ν = a, ρ = b y σ = c tenemos, usando (2)[
M0a,M bc

]
= εbcd

[
Ka, Jd

]
= εbcdεadeKe = εdbcεdeaKe

=
(
δbeδac − δabδce

)
Ke = δacKb − δabKc ≡ 2δa[cKb]

Donde he usado la identidad1 εdbcεdea =
(
δbeδac − δabδce

)
y he introducido la notación T [µν] ≡ 1

2 (Tµν − T νµ)

Y, usando (3) [
M0a,M bc

]
= gabM0c − g0bMac − gacM0b + g0cMab

= −δabKc + δacKb = 2δa[cKb]

Finalmente, solo queda verificar el caso µ = a, ν = b, ρ = c y σ = d donde, por una parte tenemos[
Mab,M cd

]
= εabeεcdf

[
Je, Jf

]
= εabeεcdf

[
Je, Jf

]
= εabeεcdfεefgJg

= −εabe
(
εfcdεfeg

)
Jg = −εabe

(
δceδdg − δcgδde

)
Jg

= −
(
εabcJd − εabdJc

)
= −2εab[cJd]

1Ver Apéndice.
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Y por otra parte [
Mab,M cd

]
= gbcMad − gacM bd − gbdMac + gadM bc

= −
(
δbcδae − δacδbe

)
Med +

(
δbdδae − δadδbe

)
Mec

= −εabfεecfMed + εabfεedfMec

= −εabfεecfεedgJg + εabfεedfεecgJg

= −εabf
(
δcdδfg − δcgδfd

)
Jg + εabf

(
δdcδfg − δdgδfc

)
Jg

= εabdJc − εcabJd = −2εab[cJd]

Confirmando así que el conmutador (3) es correcto.

2 Calcular (Mµν)α β
De nuevo, queremos comprobar que

(Mµν)α β = gµαδνβ − gναδµβ
Primero comprobamos el caso µ = ν

(Mµµ)α β = gµαδµβ − gµαδµβ = 0

como esperábamos, ahora consideremos el caso µ = 0, ν = a(
M0a)α

β = (Ka)α β = δ0αδaβ + δaαδ0
β

El primer término nos dice que en la primera fila (α = 0) solo hay un 1 cuando en la columna dada por
β = a, mientras que el segundo término nos dice que en la primera columna solo hay un 1 en la fila α = a,
cualquier otro término es 0. Notemos además que δ0α = g0α y δaα = −gaα, por lo tanto(

M0a)α
β = g0αδaβ − gaαδ0

β

Para el caso µ = a, ν = b tenemos(
Mab

)α
β = εabc (Jc)α β = εabc

(
−εcdeδdαδeβ

)
= −

(
δadδbe − δaeδbd

)
δdαδeβ

= −δaαδbβ + δbαδaβ = gaαδbβ − gbαδaβ

Juntando todos los casos obtenemos el resultado que queríamos.

A εdbcεdea = δbeδac − δabδce

Para demostrar esta identidad notemos que, para que εabc sea distinta de cero no puede tener ningún
índice repetido, al tener tres índices que pueden valer 1, 2 o 3, esto es equivalente a decir que los índices
de εabc debe tomar todos los valores posibles exactamente una vez, (es decir, que deberá haber un único
1, un único 2 y un único 3). Por esta razón, si queremos que el producto εdbcεdea sea distinto de cero se
debe cumplir que a = d, a = b o a = c, el primer caso lo descartamos porqué la segunda ε se anula, por
lo tanto solo quedan dos casos, si a = b, entonces e = c y si a = c entonces e = b, por lo tanto el producto
debe tener la forma

εdbcεdea = Aδabδce +Bδacδbe

La parte izquierda es antisimétrica respecto al intercambio b↔ c, por lo que

Aδabδce +Bδacδbe = −Aδacδbe −Bδabδce =⇒ A+B = 0

Por lo que queda
εdbcεdea = A

(
δabδce − δacδbe

)
Evaluando el caso a = c = 3, b = e = 2 tenemos

εd23εd23 = ε123ε123 + ε223ε223 + ε323ε323 = 1

A
(
δ32δ32 − δ33δ22) = −A

Por lo tanto debe cumplirse A = −1 y queda

εdbcεdea = δacδbe − δabδce
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