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1 Calcular [M" M?|
Usando las definiciones
MO — Ko, Mab — cabe ge (1)
queremos comprobar que los conmutadores
[Ka’Kb] — _gabe e, [Ja7 Jb] — gabe ge. [Ju’Kb] — gabefce, 2)
son equivalentes al conmutador
[MM MPT] = g"P MM — ghP MYT — g% MMP + g MVP (3)

Vamos a empezar entonces comprobando el caso p = v, por una parte M** = 0, por lo que el
conmutador (3) deberia ser cero;

(M1, MP7) = gh? MM —gHP TP — gh? MM g TP = 0

Confirmando asi el resultado. Debido a la propiedad de los conmutadores [A, B] = —[B, A], el caso p = ¢
se cumple trivialmente.

Antes de continuar, notemos que, debido a la propiedad M** = —M"#*  podemos suponer que p < v
y p < 0. Ademés, debido a la propiedad [A, B] = —[B, A] podemos suponer que p < p. Vamos ahora a
comprobar el caso y=p=0,v=ay o =b, con a,b > 0. Por un lado, usando las ecuaciones (1) y (2)

[MOG,MOb] _ [Ka,Kb] — 7€abCJC
Mientras por el otro lado, usando (1) y (3)
[M()a M()b] :gwMOb — g% b gawaJr)gp{Mao — _pgab — _gabe je
En concordancia con lo que querfamos ver; en el caso p =0, v =a, p = by 0 = ¢ tenemos, usando (2)
[MOa Mbc] _ Ebcd [Ka Jd] — EbcdgadeKe — EdbcgdeaKe
— (5be(5ac _ 6ab5ce) K¢ — 6(1ch _ 6(1ch = 26(1[ch]

Donde he usado la identidad® ed¥¢gee = (gb¢5%¢ — §955°¢) y he introducido la notacién T = 1 (T — Tvr)

Y, usando (3)
[MOa Mbc] _ gabMOC _ gObMac _ gacMOb + gOcMab
— _6(1ch + 5ach — 26(1[ch]
Finalmente, solo queda verificar el caso p =a, v =b, p = ¢y 0 = d donde, por una parte tenemos
[Mab,MCd] _ gabeé_cdf [Je’ Jf] _ gabeé_cdf [Je’ Jf] _ gabescdfgefgjg
_ _Eabe (afcdgfeg) J9 = _gabe (6685d‘q _ 6Cg5de) J9I

- _ <€abCJd _ sadec) — —25ab[cjd]
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Y por otra parte
[Mab7 Mcd] _ gbcMad o gachd o gbdMac + gadec
_ _ (5bc(5ae _ 5ac5be) Med + (5bd5ae _ 5ad5be) Mee
_ _Eabf&_eched + Eabf&_edfMec
_ _6abfgecf€edgjg + Eabfgedfsecgjg
_ 7€abf (5cd5fg . 6cg5fd) J9 +€abf (5d06fg o 6dg5fc> J9I
_ sabdjc o €cade _ 726ab[c<]d]

Confirmando asi que el conmutador (3) es correcto.

2 Calcular (M")" 4

De nuevo, queremos comprobar que

(M,uu)a 5= gyaauﬁ _ guaé,uﬂ
Primero comprobamos el caso y = v
(MHH)® g = gty — g" ¥t 5 =0
como esperabamos, ahora consideremos el caso u =0, v =a
(M0a>a 5= (Ka)oz 5= 50(15(1,8 + 5aa60ﬁ
El primer término nos dice que en la primera fila (o« = 0) solo hay un 1 cuando en la columna dada por

B = a, mientras que el segundo término nos dice que en la primera columna solo hay un 1 en la fila a = a,
cualquier otro término es 0. Notemos ademds que §°¢ = g% y §9¢ = —g%* por lo tanto

(MOa)O‘ 5= gOa(;aB . gaaéoﬁ
Para el caso u = a, v = b tenemos
(Mab)o‘ 5= Eabc (JC)@ 5= Eabc (_Ecdedda(seﬁ) — _ (5ad6be _ 5a65bd) 5do¢aeﬁ
— _5aa6bﬁ + 6ba§a5 — gaaébﬁ o gl)o¢5aﬁ

Juntando todos los casos obtenemos el resultado que queriamos.

A 8dbcgdea — 6()65(10 o 5abéce
Para demostrar esta identidad notemos que, para que £ sea distinta de cero no puede tener ningin
indice repetido, al tener tres indices que pueden valer 1, 2 o 3, esto es equivalente a decir que los indices
de £7¢ debe tomar todos los valores posibles exactamente una vez, (es decir, que debers haber un tinico
1, un tinico 2 y un tnico 3). Por esta razén, si queremos que el producto £%¢c%% sea distinto de cero se
debe cumplir que a = d, a = b 0 a = ¢, el primer caso lo descartamos porqué la segunda ¢ se anula, por
lo tanto solo quedan dos casos, si a = b, entonces e = ¢ y si a = ¢ entonces e = b, por lo tanto el producto
debe tener la forma
dbe _dea __ ab sce ac sbe
e = A°6°° 4+ Bo o
La parte izquierda es antisimétrica respecto al intercambio b <> ¢, por lo que
A§™§° + B35 = —A§*°6" — B6W6° — A+ B =0

Por lo que queda
8dbc€dea — A (5ab6ce _ 5ac(5be)
Evaluando el caso a = ¢ =3, b = e = 2 tenemos

Ed238d23 _ 1235123 4 82236223 + 53238323 =1

€
A (632532 o 633522) —_A
Por lo tanto debe cumplirse A = —1 y queda

€dbc€dea _ 6ac6be _ 5ab(sce



